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CHAPITRE N°3

LE CHOIX D’INVESTISSEMENT EN AVENIR ALEATOIRE
ET LA FONCTION D’UTILITE

L Introduction a la théorie des décisions individuelles.
I.1. Présentation du cadre théorique.
Dans un environnement incertain, I’incertitude peut provenir de deux sources :

- la premuere, est liée a I'existence d’autres agents dont les décisions peuvent avoir un
impact sur les conséquences des décisions prises par 'agent ou ['mvestisseur
considéré. A titre d’exemple. les résultats d’une entreprise qui n’est pas en situation de
monopole dépendent des conséquences des décisions prises par les entreprises
concurrentes sur le marché. L’existence de telles teractions, fait qu’aucun
mvestisseur ne connait avec certitude et a ’avance, les conséquences de ses propres
choix du moins, tant qu’il ignore les choix faits par les autres... Le traitement de cette
forme d’incertitude se fait dans le cadre de la théorie des jeux : dans ce cas, chaque
investisseur « joue » contre un adversaire

- la seconde source d’incertitude est souvent exogéne aux mnvestisseurs dans ce sens ou
elle n’est controlée par aucun d’entre eux et dépend simplement du pur hasard. Le
traitement de cette forme d’incertitude se fait dans le cadre de la théorie des décisions
individuelles : I'investisseur « joue » dans ce cas, contre la nature. ..

La résolution des problémes de choix d’investissement en avenir incertain se fait dans le cadre
de la théorie des décisions individuelles, qui nécessite la définition :

- d’une part, de la liste des décisions qui s’offrent a I’ mvestisseur. Dans le langage de la
théorie des décisions individuelles. ces décisions sont appelées lignes d’actions.
Appliquées au domaine du choix d’mvestissement, elles consistent pour I'agent a
choisir entre les trois actions suivantes : investir. désmvestir ou ne rien fawre :

- et d’autre part, '’ensemble des événements qui risquent de prévaloir au moment ou les
actes de I'mmvestisseur devront porter leurs effets. Dans le langage de la théorie des
décisions individuelles. ces événements sont appelés états de la nature et sont supposés
étre parfaitement définis (méme s1 on ne sait pas lequel d’entre eux va se réaliser),
mutuellement exclusifs et collectivement exhaustifs.

I[.2. La fonction d’utilité et les axiomes de rationalité.

Nous avons montré dans le chapitre 2, comment les mvestisseurs étalent sensibles non
seulement au rendement (mesuré par la richesse espérée), mais également au risque (mesuré
par I’écart type). La théorie des décisions individuelles permet de tenir compte simultanément
de ces deux criteres a travers 1’attribution a chaque mvestisseur rationnel, d’une fonction qui
traduit ses préférences en matiére de rendement et de risque. appelée fonction d’utilité.
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La qualité d’investisseur rationnel n’est attribuée a un investisseur que s’il vérifie toute une
série de regles comportementales résumeées en un certain nombre d’axiomes, dits axiomes de
rationalité et dont les principaux sont les suivants :

Axiome I : Axiome de complétude.

Placé devant un choix risqué (souvent appelé loterie). I'investisseur est toujours capable de
décider :

- 1l préfére la loterie 1; a la loterie 1, s1 la 1% lui procure davantage de satisfaction : on
note: I;)1;

- il préfere la loterie L, a la loterie 1; si la 2°* lui procure davantage de satisfaction ; on
note: /> )I;;

- 1l est indifférent entre I; et I s1 les deux loteries Iu1 procurent la méme satisfaction ; on
note:/;=Loul; ~1/..

Axiome 2 : Axiome de transitivite.

Les relations de préférence de 1'investisseur sont transitives :

S1 fg _} :?j et f_ﬁ jj .‘?3
alors /7; ) I3

Axiome 3 : Axiome de non-satiefte.

Les investisseurs préférent toujours plus de richesse a moins de richesse.

Axiome 4 : Axiome de continiuitée des préféerences.

S1on atrois loteries 1y, b,. et s, telles que /; ) /> et [, ) /3, alors 1l 3 une probabilité p. telle que :

L=pl;+(1-p).l;
Le symbole = désigne le fait que 1’agent est indifférent entre jouer a b, une loterie certaine, ou
a une combinaison de 1; et I;, du moment qu’elles lu1 procurent toutes les deux la méme
satisfaction. On en déduit qu’il existe pour toute loterie, une somme de monnaie, appelée
équivalent certain, telle que I'agent est indifférent entre jouer a la loterie ou recevor son
équivalent certaimn, ce dernier étant bien entendu inférieur au gain espéré (risqué) des loteries.

Axiome 5 : Axiome d’indépendance.

Solent deux loteries l; et tellesque : /; )b, Alors V et VO<p<l,ona:

pli+((1-p.l;)pL+(1-p).l;

Cet axiome indique que si un agent préfére un gain Gl a un gain G2. alors il préfére
neécessawrement une loterie qui lui permettrait de gagner G1 a une autre qui lui permettrait de
gagner G2.
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II. Deéfinition et construction des fonctions d’utilite.
I1.1. Deéfinition.

S1 ’'mdividu vérifie tous les axiomes de rationalité, alors 1l 3 une fonction U. dite fonction
d utilité / :

U : Ensemble des loteries —> IR
1 —> u(l)

etonaalors: /; )1, ss1 U(l;) = Ul
Les fonctions d’utilité sont donc toujours croissantes et on dit qu’il v a conservation des
préférences individuelles : étant donné qu’on préfére la loterie qui donne le plus de gains

possibles. on préfére aussi celle qui a ['utilité la plus grande.

Remarque :

En avenir certain, une fonction d’utilité est définie a une fonction croissante prés, c’est a dire
que s1 U est une fonction d’utilité. alors V' = p U, est aussi une fonction d’utilité qui conserve
les préférences de I'individu. pour peu que p soit croissante.

Exemple : V' = [F

Par contre, en avenir mcertamn, une fonction d’utilité n’est définie qu’a une fonction linéaire
croissante pres.

Exemple : V=a+bUavech =10

Ainsi, 1l n’est pas important de connaitre U, mais plutot le choix qu’elle induit (axiome 5).

I1.2. Construction des fonctions d’utilite.

D’apreés Von Neumann et Morgenstern (1944). s1 I’on consideére une loterie 1 telle que :

W1 P1
1
{4 W, Pi
W,
L n pn
ol :

- w; = la richesse
: p; = la probabilité de réalisation de la richesse w;

= Ul) = pr.U(wy) + p2.Uwy) + ... + p Uwy) = E(Ufw; )

La formule ci-dessus a pour conséquence, que tout mvestisseur qui cherche a maximiser son
utilité, cherche en fait a maximiser I’espérance de ['utilité de sa richesse.
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111 Identification des comportements des investisseurs en matiére de risque.
ITI.1. Nécessité de prise en compte de la richesse initiale.

Les exemples de loteries que nous avons considérées jusque la, se basaient sur le gain ou la
perte générés par celles-c1 sans prendre en compte la richesse initiale du joueur. Pourtant. 1l
serait tout a fait sensé de penser que le comportement d'un joueur dépende de son niveau de
fortune... Pour tenr compte de cet aspect, les loteries seront dorénavant concues et
construites de maniére a ce que leur argument ne soit pas le gain généré par la loterie, mais la
richesse finale a laquelle un tel gain conduirait.

II1.2. Les attitudes des investisseurs vis-a-vis du risque.

Les mvestisseurs peuvent étre classés en trois catégories, selon le comportement qu’ils ont
vis-a-vis du risque. Nous distinguons ainsi. entre :

- des mvestisseurs qui sont averses au risque ;
- des mvestisseurs qui ont de la propension pour le risque ;
- et. des mvestisseurs qui sont neutres au risque.

Afin de mieux comprendre le comportement de ces différents mvestisseurs, nous allons
analyser les choix de chacun d’eux face au risque impliqué par une méme loterie, qui se
présente comme suit : 1l s’agit de jouer a pile ou a face, avec la possibilité de gagner ou de
perdre avec des chances égales, une petite somme h.

Amsi, I'mvestisseur considéré, doté d’une richesse mitiale w. a le choix entre les deux loteries
suivantes :

Gain / Probabilité Richesse finale Espérance / Variance
Ne rien faire { 0 1 { W E(lh)=w
V() =0
Jouer +h % w+h E(L)=w
-h % { w - h V(L) =k’

Le choix de I'une ou de I'autre des deux possibilités dépend bien entendu de la nature de
I'mvestisseur.

II1.2.1. Cas d’un individu averse au risque.

Un mdividu averse au risque. est un individu qui toutes choses étant égales par ailleurs
(notamment ’espérance des gaimns, comme dans le cas des loteries ci-dessus), préfére une
loterie moins risquée a une loterie plus risqueée : 1l optera donc pour le fait de ne rien faire
(loterie 1;).

En mtroduisant la fonction d’utilité de I'mnvestisseur. nous devons donc avour :

Ul = U(ly)
— Uw) > 1/72Uw + h) + 172 Ufw - h)
=3 Ufw) - Uw - h) > Uw + h) - Uw)
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Par définition. cette inégalité traduit une fonction d’utilité concave : U' > O et U" < 0 :

- la premiére dérivée est nécessawrement positive pour une fonction d’utilité, puisque

tout mdividu préfére plus de richesse a moins de richesse :

- par contre, le fait que la dérivée seconde soit négative, traduit par construction. une

attitude d’aversion au risque de la part de I'investisseur.

Ainsi, la fonction d’un individu averse au risque peut étre représentée comme suit :

U(w)

F'y

U(w+h U
U(w) //_
U(w*) /

U(w-h)

w-h w* w  w+h

avec 7 = w- w* > () (se référer a la section survante pour la définition de m).

I11.2.2. Cas d’un individu qui a de la propension pour le risque.

Un mvestisseur qui aime le risque, est un investisseur qui préfere la loterie a I’obtention avec

certitude de la richesse moyenne. d’ou : Uf/;) = Ufl;), ce qui nous donne :
Ufw) - Uw-h) < U(w + h) - Uw)

Cette mégalité traduit la convexité de la courbe d’utilité : U' = O er U" = 0 :

U(w) .

'
U(w+h
U(w¥)
U(w) /
U(w-h) e .

—
= W
w-h w w¥ wth

avec T=w-w*< (.
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II1.2.3. Cas d’un individu neutre au risque.

La neutralité vis a vis du risque, caractérise un agent qui est indifférent entre recevowr sans
risque la richesse moyenne de la loterie, ou subir la loterie elle-méme, d’ou :

Ufw) - Uw - h) = Uw + h) - Uw)

Nous avons alors, U' = 0 er U" = 0, c.a.d. que la fonction d’utilité est une fonction linéaire :

U(w)
&
U(w+h) / U
U(w) = U(w*) /
U(w-h) /
. W
w-h w = w* w-+h

avec T=w-w*=0.
IV. Notions d’équivalent certain et de prime de risque.

S1un agent a de ’aversion pour le risque. il préfére obtenir avec certitude une somme donnée
(appelée équivalent certain), méme s1 elle est inférieure a la somme qu’il peut espérer obtenir
de la loterie. plutét que de courir un risque en jouant. Un tel investisseur, est a la limite prét a
payer pour ne pas jouer. La somme qu’il est prét a payer, est la différence qui existe entre la
valeur espérée de la richesse de I'individu s’1l accepte de jouer, et I’équivalent certain de sa
richesse ; cette somme est appelée prime de risque et est notée par 7.

Soit w*, I"équivalent certamn du jeu proposé dans la section précédente. Par définition, nous
avons :

w*/: Uw*) = Ufl,)
—= Uw*) = E(U(w)) = 12.U(w-h) + 1/2U(w + h)

el : r=E(;) -w*
—y wr=ElL)-r=w-7x
— Uw-n) =1/2U(w-h) + 172 Ufw + h)
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i ; : : : 1 !
Afin d’obtenir [’expression de m, nous avons recours a un développement de Taylor", ce qui
donne :

Uw -7 =Umw) - zU'(w) + #/2.U"w) -I°... (pour b=1w- weta=w)
Uw-h) = Uw) - hU'tw) + /2.U"w) - ... (pour b =w-heta=w)

Utw + h) = Uw) + h.U'(w) + B2.U"w) + ... (pour b =w + heta=w)

Ainsi, en approximant chacun des termes de I'égalité par un développement de Taylor limité
au premier ordre pour le premier membre et au second ordre pour le deuxiéme membre. nous
obtenons :

Uw) - mU'(w) = 1. Uw) - W2.U'(w) + /44U () + . Ulw) + h/2.Uw) +h/4.U"Gw)
Ce qui donne apres simplification :

- zU'(w) = /2. U"(w)
— = (-h"/2).[U"(w) /U'(w)]

Aimsi en matiére d’identification du comportement d’un mnvestisseur face au risque. nous
pouvons conclure que si1:

- U'fw) < 0 = 7= 0:l'individu n’aime pas le risque et est prét a payer pour ne pas
jouer :

- U'tw) = 0 = 7 < 0:I'individu aime le risque : il faut le payer pour qu’il accepte de
renoncer au jeu ;

- U"(w) = 0= 7= 0:1'individu est indifférent au risque.

Nous remarquons par ailleurs. que I'expression de la prime de risque se compose de deux
éléments distincts qui sont :

- h? une mesure objective de la quantité de risque véhiculée par la loterie ;
- [-U"(w) / U'(w)]. un rapport qu refléte I'allure de la fonction d’utilité, c’est a dire
fondamentalement, le comportement de I'individu particulier considéré face au risque.

Ainsi, deux mdividus placés face a une méme loterie et dotés de la méme richesse initiale
n’exigent pas la méme prime de risque, s’ils ont des fonctions d’utilité différentes. Cette
conclusion, nous incite a développer des mesures plus précises du risque individuel et a nous
pencher également sur les changements qui peuvent avowr lieu au niveau du comportement de
chaque individu si sa richesse initiale venait a changer.

. Développement de Taylor : Soit f une fonction défime sur [a. b] et dérivable n+1 fois sur Ja, b[. Il existe alors ¢ € Ja, b[ / :

(5

1

(b—a)* (b—a)™ ym+1)

:&:Il'f.r{a}-l_ 21 'f”{a:l'-l' Sk ﬂ:a JF:'.H:I_I:E_EJ f(c)

(mn+1]}!

f(b) = f(a) +

-
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Remarques :

1°- La formule ci-dessus ne peut étre utilisée que lorsqu’on dispose d’une loterie de la méme
forme et avec les mémes caractéristiques exactement que celle proposée dans la section

précedente. Dans tous les autres cas, 1l faut utiliser la formule générale de la prime de risque.
en passant par I’équivalent certain.

2°- S1 au lieu d’utiliser, comme nous I’avons fait jusque la, des loteries additives, nous
utilisons des loteries multiplicatives de la forme :

W.(l+h) %
W.(l-h) %

ou h représente, cette fois, un rendement exprimé en pourcentage de la richesse initiale, w. la
prime de risque deviendrait :

= (-h"/2).[w.U"(w) / U'tw)]

V. Les mesures locales d’aversion pour le risque.

L’ 1dentification du comportement de I'individu face au risque ne nous renseigne pas sur son
amplitude : deux individus averses au risque par exemple. peuvent I’étre dans des proportions
différentes. Pour cela. 1l est nécessaire de développer des mesures locales du risque. c'est-a-

dire des mesures du degré d’attraction ou d’aversion au risque, faites pour un mdividu donné
a un niveau de richesse donné.

Ces mesures présenteront le double avantage de nous permettre :

- d’une part, d’effectuer des comparaisons entre plusieurs mdividus dans le but de les
classer du moins averse au plus averse ou inversement ;

- et d’autre part, d’étudier le comportement d’un méme individu en fonction du niveau
de richesse auquel 1l se situe.

A ce propos, la littérature financiére a proposé de nombreuses mesures dont les deux plus
ceélébres restent celles élaborées par Arrow (1965) et Pratt (1964). Il s’agit de :

- l'aversion absolue au risque. une mesure du degré de risque, twée de I'expression de la
prime de risque d’une loterie additive :

- et de 'aversion relative au risque, une mesure du degré de risque tirée de ’expression
de la prime de risque d’une loterie multiplicative.

V.1. Aversion absolue au risque (AAR).

Le coefficient d’aversion absolue au risque (en référence a la variation en termes absolus de la
richesse de I'mnvestisseur), se définit par :

AAR = - U"(w) / U'tw)

o
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Ce rapport décrit en réalité la forme de la fonction d’utilité de I’individu (concave, convexe
ou linéaire) et son degré de courbure. Plus la convexité ou la concavité sont accentuées, plus
le comportement de I'individu face au risque est marqué, qu’il s’agisse d’attraction ou
d’aversion.

Concernant le signe de ce coefficient. il est facile a interpréter :

- s1AAR =0 = l'individu est averse au risque :
- s1AAR <0 = I'mmdividu est attireé par le risque :
- s51AAR =0 = I'mmdividu est neutre face au risque.

Ainsi. s1 deux mvestisseurs. I; et I,. ont des AAR positifs et que par ailleurs, nous avons :
AAR; = AAR,, nous pouvons aisement en conclure que le premier mvestisseur est plus averse
au risque que le second.

Pour terminer, le coefficient d’aversion absolue au risque nous permet d’étudier la facon avec
laquelle la demande d’actifs risqués évolue avec la richesse de I'mndividu :

- quand le coefficient AAR est une fonction croissante (décroissante) de la richesse, cela
signifie que le montant investi en actifs risqués décroit (croit) avec w

- quand I'indice AAR est une fonction constante de w. le montant que 1'investisseur est
prét a investir dans des actifs ou jeux risqués, est indépendant du niveau de sa fortune.

V.2. Aversion relative au risque (ARR).

Le coefficient d’aversion relative au risque d’ Arrow-Pratt tient son nom du fait qu’il provient
des loteries multiplicatives ou les gains et pertes sont exprunés en pourcentage de la richesse
initiale. Il se définit par :

ARR = -[U"(w) /U'(w)].w = AARw

Ce coefficient décrit la facon dont la proportion investie en actifs risqués évolue avec la
richesse. Un indice décroissant par exemple, décrit un agent qui mmvestit une proportion
croissante de sa richesse en actifs risqués a mesure que sa richesse augmente.

V.3. L’aversion au risque dans la pratique.

En pratique, les études sur les indices d’aversion au risque prouvent que I’aversion absolue au
risque des mdividus, décroit pratiquement toujours, avec leur richesse (ils sont donc préts a
risquer des sommes de plus en plus élevées en projets risqués quand ils sont plus riches). alors
que leur aversion relative au risque est soit décroissante soit le plus souvent constante (ce qui
implique qu’ils se fixent généralement un certamn pourcentage de leur fortune, qu’ils ne
dépassent pas en mmvestissements risqueés).
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